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ЬмцϜ ИнЎнгЮϜ 

)ЬмцϜ дтϼвϦЮϜ4 (АϝЧж:       

(I амϸЛв ϼтО сЛтϠА ϸϸК ЬЪ ЬϮϒ дв ϼϠϦЛжn ϣтЮϝϦϦвЮϜ( )Un Ϩтϲ:  
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   1 . ϞЂϲϒ2U  м3U  

   2.  амϸЛв ϼтО сЛтϠА ϸϸК ЬЪ ЬϮϒ дв йжϒ ϤϠϪϒn  дϝТ:  
1

nU
e

 

   3.  амϸЛв ϼтО сЛтϠА ϸϸК ЬЪ ЬϮϒ дв йжϒ дкϼϠn Тдϝ: 1 1n

n

U

U

+ ϣтЮϝϦϦвЮϜ ϞϼϝЧϦ ϭϦжϦЂϜ аϪ( )Un  

(II амϸЛв ϼтО сЛтϠА ϸϸК ЬЪ ЬϮϒ дв ЙЎж:n     
1 1

ln
2 2

n nV U= +    

  1.  дϒ ϤϠϪϒ( )nV ϒ дттЛϦ ϞЯАт ϣтЂϸжк ϣтЮϝϦϦв ϝлЂϝЂq ЬмцϜ ϝкϸϲ м 

  2 . дК ϼϠКnV  ϣЮъϸϠn дϒ ϭϦжϦЂϜ аϪ: 

1
6( ) 1

2

n

nU e
-
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  3.  ϞЂϲϒlim n
n

U
­+¤
  

  4.  ̭ϜϸϮЮϜ ϞЂϲϒ1 2 .....n nP U U U= ³ ³ ³ 

)сжϝϪЮϜ дтϼвϦЮϜ4 (АϝЧж:      

   мϦЂвЮϜ ЀжϝϮϦв м ϸвϝЛϦв аЯЛв пЮϜ ϞмЂжв ϞЪϼвЮϜ р( );i; jO  

    АЧжЮϜ ϼϠϦЛжA ,B   мC  ϞтϦϼϦЮϜ пЯК ϝлЧϲϜмЮ сϦЮϜ3 5Az i= +  м4 2Bz i=- +  м1 4Cz i= + 

   дЪтЮS ϣАЧж ЬЪϠ ХТϼт рϺЮϜ сАЧжЮϜ ЬтмϲϦЮϜ M  ϣЧϲыЮϜ ϤϜϺ рмϦЂвЮϜ двz 

    ϣАЧжЮϜ/M  ϣЧϲыЮϜ ϤϜϺ/z  Ϩтϲ : ' (2 2 ) 1z i z= - +  

1.  ЬтмϲϦЯЮ ϢϾтввЮϜ ϼЊϝжЛЮϜ м ϣЛтϠАЮϜ дтКS 

2.  дтК (ϒ/B
Z  ϣАЧжЮϜ ϣЧϲъ/B  ϣАЧжЮϜ ϢϼмЊB  ЬтмϲϦЮϝϠS     

        Ϡ (Ϟ дтвтЧϦЂвЮϜ дϒ дт( ')CB  м( )CA  дϜϸвϝЛϦв 

3.   дЪϦЮM  ϣЧϲыЮϜ ϤϜϺ ϣАЧжЮϜz x iy= +  Ϩтϲx  мy  дϝϲтϲЊ дϜϸϸК 

          дтКϝЛІЮϜ дϜ дтϠ 'CM  мCA  дϝЪ ϜϺϜ АЧТ м ϜϺϜ дϜϸвϝЛϦв: 3 2x y+ =  

4.   сТ ϼϠϦЛж2  ϣЮϸϝЛвЮϜ( )E : 3 2x y+ = 

 (ϒ ϣтϚϝжϪЮϜ дϒ дтϠ( 4,2)-  ϣЮϸϝЛвЯЮ Јϝ϶ Ьϲ( )E  сТ Ьϲ аϪ2  ϣЮϸϝЛвЮϜ( )E  
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         (Ϟ  АЧжЮϜ ϣКмвϮв ϭϦжϦЂϜM  ЬϝϮвЮϜ пЮϜ свϦжϦ ϝкϝтϪϜϸϲϜ сϦЮϜ[ ]5,5- дтКϝЛІЮϜ ЬЛϮϦм'CM       

            мCA дϜϸвϝЛϦв 

)ϨЮϝϪЮϜ дтϼвϦЮϜ4 (АϝЧж:      

 ЀжϝϮϦв м ϸвϝЛϦв аЯЛв пЮϜ ϞмЂжв рмϦЂвЮϜ( );i; jO  АЧжЮϜ ϼϠϦЛж(2,1,3)A м( 3, 1,7)B - - м(3,2,4)C 

1.  АЧжЮϜ дϒ дтϠ, ,A B C  ϢϸϲϜм ϣвϝЧϦЂϜ пЯК ϤЂтЮ 

2.  дЪтЮ( )D  сЮϝϦЮϜ сАтЂмЮϜ ЬтϪвϦЮϜ мϺ атЧϦЂвЮϜ
7 2

3

4

x t

y t

z t

=- +ë
î
=-ì

î= +í

    ϨтϲtÍ 

      (ϒдтϠ  атЧϦЂвЮϜ дϒ( )D  рмϦЂвЮϜ пЯК рϸмвК( )ABC 

    рмϦЂвЯЮ ϣтϦϼϝЪтϸ ϣЮϸϝЛв дтК  (Ϟ( )ABC 

3.   дЪϦЮH  атЧϦЂвЮϜ ЙАϝЧϦ ϣАЧж( )D  рмϦЂвЮϜ м( )ABC 

    ϒ ϣАЧжЮϜ дϒ дтϠ  (H  ϣЯЧϪвЮϜ ϣЯвϮЮϜ ϱϮϼв ск{ }( , 2);( , 1);( ,2)A B C- - 

    дЪϦЮ (Ϟ( )E  АЧжЮϜ ϣКмвϮвM Ϩтϲ ̭ϝЎУЮϜ дв( 2 2 ).( ) 0MA MB MC MB MC- - + - = 

        мвϮвЮϜ ϣЛтϠА дтК ϣК( )E  ϢϾтввЮϜ ϝкϼЊϝжК ϸϸϲ м 

    дЪϦЮ  (Ϭ( )F  АЧжЮϜ ϣКмвϮвM   Ϩтϲ ̭ϝЎУЮϜ дв2 2 29MA MB MC- - + =    

     ϣКмвϮвЮϜ ϣЛтϠА дтК( )F  ϢϾтввЮϜ ϝкϼЊϝжК ϸϸϲ м 

ϸ(  дтК ϣКмвϮвЮϜ( ) ( )E F м  ϣАЧжЮϜ Ьк( 8,1,3)S -  ϣКмвϮвЮϜ пЮϜ свϦжϦ( ) ( )E F  

)ЙϠϜϼЮϜ дтϼвϦЮϜ8 (АϝЧж:   

 f     пЯК ϣТϼЛв ϣтϸϸК ϣЮϜϸ1
 ;  

2

ø è
- +¤ù é
ú ê
    : сЯтϝвЪ( )  ln(2 1) - f x x x= +  

     ()C  ЀжϝϮϦв м ϸвϝЛϦв аЯЛв пЮϖ ϞмЂжв  рмϦЂв сТ  сжϝтϠЮϜ ϝлЯтϪвϦ( , , )o i j  ϢϸϲмЮϜ)  :4cm ( 

ЬмцϜ ̭ϾϮЮϜ :    1 ϣЮϜϸЮϜ Ϥϝтϝлж ϞЂϲϜ (f .РтϼЛϦЮϜ ϣКмвϮв РϜϼАϒ ϸжК 

                    2 ϣЮϜϸЮϜ ϤϜϼтПϦ иϝϮϦϜ Ѐϼϸϒ (f Ϫ.ϝлϦϜϼтПϦ ЬмϸϮ ЬЪІ а 

                    3амϸЛв ϼтО сЧтЧϲ ϸϸК ϸϮмт йжϒ дтϠ (b пЮϖ свϦжт [ ]1;2   ХЧϲт ln(2 1) = b b+ 

                    4 пжϲжвЯЮ ЀϝввЯЮ ϣЮϸϝЛв ϞϦЪϜ (()C  ϣАЧжЮϜ ϸжКO  .аЯЛвЮϜ ϒϸϠв 

                    5 ϸжК ЀϝввЮϜ ϙІжϒ (O ЮϜ м пжϲжв()C 

: сжϝϪЮϜ ̭ϾϮЮϜ 

1(  сЧтЧϲЮϜ ϸϸЛЮϜ дтКb ϣЮϜϸЮϜ дϒ ϝвЯК h  : ̮Ϡ ϣТϼЛвЮϜ( )( )  ln(2 1) - h x x b x x= + +  

  ϣЮϜϸЯЮ  ϣтЯЊϒ ϣЮϜϸln(2 1)x x+  ЬϝϮвЮϜ пЯК1
 ;  

2

ø è
- +¤ù é
ú ê
. 

                    2 ϣЮъϸϠ ϞЂϲϜ (b ϣϲϝЂвЮϜS ϲЯЮ пжϲжвЮϜ дтϠ ϼмЊϲвЮϜ рмϦЂвЮϜ Ͼт()C  ϼмϲвм      

                         . ЬЊϜмУЮϜ 

                    3дϒ ХЧϲϦ (( )
1

1
2

S b b= -    дϒ дтϠ аϪ
3

0
8

S  . 
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сжϝϪЮϜ Им̮Ўм̮вЮϜ 

)ЬмцϜ дтϼвϦЮϜ4 (АϝЧж:   

  (I   1(   сЛтϠАЮϜ ϸϸЛЮϜ атЦ ϞЂϲ ЀϼϸϜn ϣвЂЦ сЦϜмϠ 3n
  пЯК 

       2ϸϸЛЮϜ ϣвЂЦ сЦϝϠ ϭϦжϦЂϜ (A   пЯК10 :Ϩтϲ 
2011 143263 9 7A= ³ -   

       3 сЛтϠА ϸϸК ЬϮϒ дв йжϒ дкϼϠ (n :дϗТ ( ) []2 1 2 13 9 7 1 3 10n n nn n+ +³ + ¹ -    

       4 ( сЛтϠАЮϜ ϸϸЛЮϜ атЦ дтКn :дмЪт пϦϲ []2 13 9 7 0 10n nn +³ + ¹ 

(II   1 :ϞЂϲϜ (( )225;180PGCD 

      2 Ьϲ ( сТ2 :ϣЮϸϝЛвЮϜ225 180 90x y- =   

      3дттЛтϠАЮϜ дтϸϸЛЮϜ ϼϠϦЛж (a мb   :Ϩтϲ
ba

4452 ==a ̪
ba

206252 ==b. 

           :дтКa ̪b аϪ a мb   

) сжϝϪЮϜ дтϼвϦЮϜ4 (АϝЧж: 

I  ϣϠЪϼвЮϜ ϸϜϸКцϜ ϣКмвϮв сТ ϼϠϦЛж  (  ϸмϸϲЮϜ ϼтϪЪ( )P z ϲ Ϩт 

                     3 2( ) (4 ) (13 4 ) 13P z z i z i z i= - + + + -   

1(  ϸϸЛЮϜ дϒ дтϠi  ϣЮϸϝЛвЯЮ Ьϲ( ) 0P z =  

2(  ϣтЧтЧϲЮϜ ϸϜϸКцϜ ϸϮ, ,c b a  ϞЪϼв ϸϸК ЬЪЮ ϨтϲϠz : дмЪт2( ) ( )( )P z z i az bz c= - + + 

3(  сТ Ьϲ  ϣЮϸϝЛвЮϜ( ) 0P z =  

II ЀжϝϮϦв м ϸвϝЛϦв аЯЛв пЮϜ ϞмЂжвЮϜ ϞЪϼвЮϜ рмϦЂвЮϜ сТ ϼϠϦЛж  (( , , )o i j  АЧжЮϜ 

            , ,C B A  ϞтϦϼϦЮϜ пЯК ϝлЧϲϜмЮAz i=  м2 3Bz i= +  м2 3Cz i= -  

1(  дЪтЮR  иϾЪϼв рϺЮϜ дϜϼмϸЮϜB  йϦтмϜϾ м
4

p
  

           дтК'Az  ϣАЧжЮϜ ϣЧϲъ'A  ϣАЧжЮϜ ϢϼмЊA  дϜϼмϸЮϝϠR  

2(  АЧжЮϜ дϒ дтϠ, , 'C B A  ϢϸϲϜм ϣвϝЧϦЂϜ пЯК 

3(  сЪϝϲϦЯЮ ϣϠЪϼвЮϜ ϣϠϝϦЪЮϜ дтКH  иϾЪϼв рϺЮϜB  Ьмϲт м'A  пЮϜC               

) ϨЮϝϪЮϜ дтϼвϦЮϜ8 (АϝЧж: 

 дЪϦЮf  пЯК ϣТϼЛвЮϜ ϣтϸϸЛЮϜ ϣЮϜϸЮϜ  :ϢϼϝϠЛЮϝϠ)1ln(
1

)( +-
+

= x

x

x

e
e

e
xf. 

1 ϣЮϜϸЮϜ ϤϜϼтПϦ ЀϼϸϜ (f  ϢϼϝІϖ ϭϦжϦЂϜм()f x  

2 ϣтϸϸЛЮϜ ϣЮϜϸЮϜ ϼϠϦЛж (g  пЯК ϣТϼЛвЮϜ ϢϼϝϠЛЮϝϠ :)1ln()( += - xx eexg .( )gC  ЬҶϪввЮϜ сжϝҶтϠЮϜ ЬҶтϪвϦЮϜ

 ЀжϝϮϦвм ϸвϝЛϦв аЯЛв пЮϖ ϞмЂжв мϦЂв сТ ϝлЮ),,( jiO
dd

 ϢϸϲмЮϜ) .2cm.( 

   ЬЪ ЬϮϒ дв йжϒ дтϠ /ϒx  :дϗТ сЧтЧϲ)()(' xfexg x-=. 

   ϣЮϜϸЮϜ ϤϜϼтПϦ ЀϼϸϜ /Ϟg 

   аЂϼϜ /̮Ϯ( )gC 
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3ϸЛЮϜ ϣЮϜϸЮϜ ϼϠϦЛж (ϣтϸh  пЯК ϣТϼЛвЮϜ  :ϢϼϝϠЛЮϝϠ)1ln()( += -xexh. 

     :дϒ ХЧϲϦ /ϒ
1

1
)('

+
-=

xe
xh. 

   ϞϣϲϝҶЂвЮϜ ЙҶҶϠϼвЮϜ ϼϦвтϦжҶҶЂЮϝϠ ϞҶЂϲϜ /()A l  пжϲжвЮϝҶҶϠ ϸϸҶϲвЮϜ рмϦҶҶЂвЮϜ ϾҶҶтϲЮϜ( )gC ̪ЬҶҶЊϜмУЮϜ ϼмҶҶϲв ̪      

        дϝвтЧϦЂвЮϜ:ϝвкϝϦЮϸϝЛв дϜϺЯЮϜ0x = ; x l=  Ϩтϲl .ϝвϝвϦ ϞϮмв сЧтЧϲ ϸϸК)ЬϝвЛϦЂϜ ШжЪвт 

       ϜϣϚϾϮϦЮϝϠ ЬвϝЪϦЮ(                                

   Ϭ / :ϞЂϲϜ)(lim l
l

A
+¤­

. 

) ЙϠϜϼЮϜ дтϼвϦЮϜ4 (АϝЧж: 

      ЀжϝϮϦв м ϸвϝЛϦв аϦЛв пЮϖ ϞмЂжв ̭ϝЎУЮϜ( , , , )o i j k  

       ϢϼϝϠК ЬЪЮ ϣϲтϲЊЮϜ ϣϠмϮцϜ ϣКмЎмвЮϜ ϤϝϲϜϼϦЦшϜ дтϠ дв ϼϦ϶Ϝ: ЬтЯЛϦЮϜ Йв 

      1 (( )P  ϣЮϸϝЛвЮϜ мϺ рмϦЂвЮϜ2 3 4 0x y z+ + =: 

       дтϠ ϣТϝЂвЮϜ (ϒoм( )P  рмϝЂϦ
1

29
         ИϝЛІЮϜ (Ϟ3

1; ;2
2

n
å õ
æ ö
ç ÷
  ж рмϦЂвЯЮ свДϝ( )P   

      дтϠ ϣТϝЂвЮϜ (Ϭoм( )P  рмϝЂϦ1             рмϦЂвЮϜ (ϸ( )Q  ϣЮϸϝЛвЮϜ мϺ5 2 0x y z- + + = рϾϜмт( )P 

     2(  ( )P  : ϣЮϸϝЛвЮϜ мϺ рмϦЂвЮϜ2 0x y z+ - = м( )D  ϣАЧжЮϜ дв ϼϝвЮϜ атЧϦЂвЮϜ(1,1,1)A ИϝЛІ м 

            йлтϮмϦ(1, 4, 2)u - -  : 

           (ϒ( )D  рϾϜмт( )P                             (Ϟ( )D  ϸвϝЛт( )P  

          (Ϭ( )D  ЙАЧт( )P                                (ϸ( )D  сАтЂм ЬтϪвϦ йЮ
1

1 4

1 2

x t

y t

z t

= +ë
î
= -ì

î= -í

     ϨтϲtÍ 

     3  (( )S  АЧжЮϜ ϣКмвϮв ск( , , )M x y z :ХЧϲϦ сϦЮϜ2 2 2 2 4 2 0x y z x z+ + - - + =  

              (ϒ( )S ϝкϾЪϼв ϢϼЪ  ϱАЂ ск (1,0,2)W  ϝкϼАЦ РЊжм3  

             (Ϟ( )S  ϝкϼАЦ ϢϼЪ ϱАЂ ск[ ]AB  Ϩтϲ(0,1, 1)A -  м( 1,1,3)B -  

             (Ϭ( )S ϣЂϝвв  рмϦЂвЯЮ( )OCD  ϣАЧжЮϜ сТC  Ϩтϲ(0, 1,1)C - м(1, 1,0)D -  

             (ϸ( )S  ϣтЮϝ϶ ϣКмвϮв 

     4 АЧжЮϜ ((0,0, 1)A - м( 1,1,2)B -  м(1,1, 4)C -   : 

             рмϦЂвЮϜ дтЛϦ  (ϒ( )ABC                             (Ϟ, ,C B A  ϣтвϝЧϦЂϜ сТ 

            ϣАЧжЮϜ   (Ϭ2 4 11
; ;

5 5 5
G

-å õ
æ ö
ç ÷

  ϣЯЧϪвЮϜ ϣЯвϮЮϜ ϱϮϼв ск{ }( ,1);( ,1);( ,3)A B C  

            атЧϦЂвЮϜ   (ϸ( )AD  сАтЂм ЬтϪвϦ йЮ
1

x t

y t

z t

=ë
î
=-ì

î=- -í

    ϨтϲtÍ 
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