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 الجمهورية الجزائرية الديمقراطية الشعبية
  -بن ناصر –الشهيد عبيد أحمد  :ةثانوي                                                           وزارة التربية الوطنية       
 الشعبة : تقني رياضي     مديرية التربية لولاية تقرت

 2023 :مايدورة                                              الثانوي امتحان بكالوريا تجريبي للتعليم 
 د  30و سا04الرياضيات المدة:: اختبار في مادة

 ػهٗ انًرششح أٌ ٚخراس أحذ انًٕضٕػٍٛٛ انرانٍٛٛ:                                      

 انًٕضٕع الأٔل

 اط (ــَق 04) :انرًشٍٚ الأٔل

 وكرتٌن  6,6,0وثلاث كرات سوداء تحمل الارلام  0,0,1,6على أربع كرات حمراء تحمل الارلام    ٌحتوي كٌس

)كل الكرات متشابهة لا نفرق بٌنها عند اللمس( نسحب عشوائٌا وعلى التوالً دون إرجاع   0,6تحملان الرلمٌن بٌضاوٌن 

 ثلاث كرات من هذا الكٌس.

 الحوادث التالٌة أحسب احتمال (1

:A     . ظهور لونٌن فمط فً الكرات الثلاثة المسحوبة:B.الكرات الثلاثة المسحوبة مختلفة الألوان 

:C    . الكرات الثلاثة المسحوبة تحمل نفس الرلم     :D.مجموعة أرلام الكرات الثلاثة المسحوبة فردي 

:E على الالل.        6الحصول على كرة تحمل الرلم:F6حصول على كرة واحدة سوداء تحمل الرلم ال. 

 مستملتان ؟ Cو Bهل الحادثتان  -ب                                          أحسب  -أ (2

    .نضع الكرات السوداء والحمراء فً كٌس  (3

واحد من ,وٌموم بسحب كرتٌن فًٍ آن  عدد طبٌعً(y) حٌث   دجy للمشاركة ٌدفع لاعب : نعتبر اللعبة التالٌة

 دج على كرة حمراء مسحوبة  01عب دج على كل كرة سوداء مسحوبة وٌخسر اللا 55بحٌث ٌرٌح اللاعب    .الكٌس

 الذي ٌرفك بكل إمكانٌة سحب الربح أو الخسارة المناسب لها .X نعتبر المتغٌر العشوائً  -

 .E(X)أحسب الأمل الرٌاضٌاتً  -ب                     X.عٌن لٌم   - أ

 حتً تكون اللعبة فً صالح اللاعب . y عٌن لٌم  -ج

 اط (ـــَق 04)  :انرًشٍٚ انثاَٙ
ومن أجل كل عدد طبٌعً غٌر      على بحدها الأول    متتالٌة عددٌة معرفة       : الجزء الأول

      بــــn: معدوم
 

      
   

      

      
   

      برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌعً غٌر معدوم  -0

 متماربةثم استنتج انها      ادرس اتجاه تغٌر المتتالٌة  -5

     احسب نهاٌة المتتالٌة  -3
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                بــــ    المعرفة على      لتكن المتتالٌة : الجزء الثاني

    .هندسٌة ٌطلب أساسها وحدها الأول     ان المتتالٌة  برهن  -0

  بدلالة    ثم استنتج    بدلالة   عبر عن  -5

 مرة اخرى     احسب نهاٌة   -3

    التالً   احسب المجموع  -4
  

    
 

  

    
   

  

    
   

 اط(ــــَق 05:)انرًشٍٚ انثانث

 :zاٌّعادٌح راخ اٌّعٙٛئعرثش فً ِعّٛعح الاعذاد اٌّشوثح(1

 
3 2

... 3 3 7 0E z z z    ،zِشافك اٌعذد اٌّشوة ٛ٘z. 

ْ اٌّعادٌحأتٍٓ */أ E ذىافئ اٌّعادٌح   :  2

1 4 7 0z z z    . 

اٌّعادٌح  ً فً ــؼ*/ ب E . 

)ِرعاِذ ِٚرعأظفً اٌّغرٛي إٌّغٛب إٌى ِعٍُ (2 ; ; )o u v،  ٔعرثش إٌمػ, ,C B A ٚD  ٌٛاؼمٙا 

1Azاٌرشذٍة :عٍى    ،2 3Bz i    ،C Bz z  ،3Dz . 

)ؼرى ٌىْٛ  nعٍٓ لٍُ اٌعذد اٌطثٍعً*/ أ )n

B Az z اٌثا .ـــعذدا ؼمٍمٍا ع 

 . ABCعٍٓ غثٍعح اٌّصٍس */ ب

أورة اٌعذد*/أ (1
A C

D C

z z

z z




 .ٌطٍة ذعٍٍٕٗترؽًٌٛ ٔمطً DصٛسجAإٌمطح شُ اعرٕرط أْ،عٍى اٌشىً الأعً

 . ACDاٌذائشج اٌّؽٍطح تاٌّصٍسٔصف لطش ٚظذ ِشوض ٚأ*/ ب

4) ِعّٛعح إٌمػMِاٌّغرٌٛلاؼمرٙا ٓz61:ذؽمك 2 3. .
i

z k e


  ؼٍسkٌّغػ اٌّعاي 0; 

)عٍٓ لٍغا ٌٍضاٌٚح اٌّٛظٙح */        ; )u AB  ، شُ اعرٕرط ِعّٛعح إٌمػ . 

2تؽٍس ٌىْٛ : عٍٓ لٍّح اٌعذد اٌؽمٍمً */ أ(5 0CA CB CD    . 

عٍٓ */ ب E  ِعّٛعح إٌمػM  2ؼٍس:ِٓ اٌّغرٛي 3 2AM BM DM BM CM     

اعرٕرط ِعّٛعح ٔمػ ذماغع */ ظـ Eٚ . 
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 اط(ـــَق07):انرًشٍٚ انشاتغ
 

1)g  ٌٍّرغٍش اٌؽمٍمً اٌعذدٌح اٌذاٌحx  اٌّعاي اٌّعشفح عٍى 0;تــــ :  2 xg x x e 
اٌّعاي عٍى gاذعاٖ ذغٍش اٌذاٌح أدسط   أ*/     0;. 

0ب*/ اعرٕرط أٔٗ :  إرا واْ       1xْفئ 
1

g x g
x

 
 
 

فئْ 1xإرا واْ ٚ  
1

g x g
x

 
 
  

اٌّعاياٌّعشفح عٍى xٌٍّرغٍش اٌؽمٍمً fاٌعذدٌحٔعرثش اٌذاٌح  (2 0;  : ًٌٍ وّا 

   
1

2 2 2 3x xf x x x e e e     

 fCٍأً فً ِغرٛي ِٕغٛب إٌى ِعٍُ ِرعاِذ ِرعأظــٍٙا اٌثٍــذّص, ,O i j
  

 
 

. 

hٌاٌّعاي  ِعشفح عٍىعذدٌح ح ـدا 0; :تـ 
1

3xh x e e . hCًٔ(ًهحقأَظشان) ذّصٍٍٙا اٌثٍا 

ة ـأؼغأ*/    lim
x

f x


 ٚ 
0

lim
x

f x


. 

ِٓ اٌّعايxب*/ تٍٓ أٔٗ ِٓ أظً وً    0; :   
1

'f x g x g
x

 
   

 
،  شُ اؼغة ' 1f. 

عٍى اٌّعايfذغٍشاخ اٌذاٌحظذٚي  ض*/ شىً   0;. 

:تٍٓ أْ اٌّعادٌحأ*/(3   2 2 2 xx x e h x   ًؼٍٍٓ ذمثٚٍ1.5س:ــؼ 1.6 

ٚ0.5 0.6 شُ اعرٕرط أْ إٌّؽٕى، fC.  ٌٍٓمطع ِؽٛس اٌفٛاصً فً ٔمطر 

ب*/ أدسط ٚظعٍح إٌّؽٕى   fC   تإٌغثح ٌٍّٕؽٕى hC. 

ض*/  تٍٓ اْ إٌّؽٕى fCًِّاعا ٌمث T ِعادٌرٗ ٌطٍة وراتح 1فً إٌمطح اٌرً  فاصٍرٙا. 

أسعُأ*/ (4 Tٚ fC.ح (ــــاد يغ ٔسقح الإجاتـــق ٚؼـــ) انًهح
 

اٌّعادٌحؼرى ذمثً  mحلٍّ أٚظذعذد ؼمٍمً ِٛظة ذّاِا،  mب*/ Eٌٓؼٍٍٓ ِرّاٌض:
 

       2.... 2 2 mE f x m m e h m   
 

ِٓ اٌّعايxأ*/تٍٓ أٔٗ ِٓ أظً وً (5 0;:     2

1

4 6 3

x

xf t h t dt x x e e       

ايـِٓ اٌّعب*/ ٌٍىٓ اٌعذد  0;1، 

 A ذد تإٌّؽٍٍٕٓــاؼح اٌؽٍض اٌّغرٛي اٌّؽــِغ hCٚ fC  : اٌّغرمٍٍّٓ اٌٍزٌٓ ِعادٌراّ٘ا ٚ 

x ٚ1x    . 

ط ـــاعرٕر* A ،)ة ــؼغاشُ      )ِمذسج تٛؼذج اٌّغاؼح 
0

lim A





. 

 

 

 اَرٓٗ انًٕضٕع الأٔل
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 :انًٕضٕع انثاَٙ

اط (ـــَق 04) :انرًشٍٚ الأٔل
 

، 0 ،0، 1، 1وشاخ عٛداء ذؽًّ الأسلاَ  خّظٚ   -0،1، 1،1، 1وشاخ تٍعاء ذؽًّ الأسلاَ   خّظٌؽرٛي صٕذٚق عٍى 

وشاخ ِٓ اٌصٕذٚق. 3ٔغؽة عشٛائٍا ٚ فً آْ ٚاؼذ  لا ٔفشق تٍٕٙا تاٌٍّظ.  -1
 

 

I/ ؼذاز اٌراٌٍح ٔعرثش الأ˸ 

A  " ˸ٌؽصٛي عٍى وشج تٍعاء ٚاؼذج فمػا       ."B  " ˸ ًاٌؽصٛي عٍى وشج تٍعاء عٍى الأل ." 

C  " ˸ٌىشاخ اٌصلاز اٌّغؽٛتح ٌٙا ٔفظ اٌٍْٛا       ."D  " ˸ اٌؽصٛي عٍى اٌٍٍٛٔٓ الأتٍط ٚ الأعٛد." 

F  " ˸0ِعّٛع أسلاَ اٌىشاخ اٌصلاز اٌّغؽٛتح ٌغاٚي ." 

 .  A ،B ٚ C ؼذازأؼغة إؼرّاي الأ /1

2/  ّْ ˸  تٍّٓ أ
5

( )
6

P D  ٚ
31

( )
120

P F   ٚ
7

( )
120

P C F . 

 ِا ٘ٛ إؼرّاي أْ ذىْٛ اٌىشاخ اٌصلاز ِٓ ٔفظ اٌٍْٛ ؟   0إرا واْ ِعّٛع أسلاَ اٌىشاخ اٌّغؽٛتح ٌغاٚي  /3

II/ ًٔعرثش اٌّرغٍش اٌعشٛائX  ِعّٛع أسلاَ اٌىشاخ اٌصلاز اٌّغؽٛتح.اٌزي ٌشفك تىً ِخشض  

 . Xعٍّٓ لٍُ اٌّرغٍش اٌعشٛائً  / 1

 ٚ أؼغة أٍِٗ اٌشٌاظً. Xعشّف لأْٛ الإؼرّاي ٌٍّرغٍش اٌعشٛائً  /2

 

 

اط (ــَق 04) :ثاَٙانرًشٍٚ ان
 

ٔعرثش اٌّعادٌح (1 Eٍٓراخ اٌّعٌٍٙٛٓ اٌصؽٍؽxٚy:11ؼٍس 5 2x y  

أشثد أٔٗ إرا وأد اٌصٕائٍح أ*/      ;x y ِٓ2ؼلا ٌٍّعادٌح E ْفئ 4 11y . 

اعرٕرط ؼٍٛي اٌّعادٌح */ ب E . 

5ع :ـــٔع،  عذدا غثٍعٍا غٍش ِعذَٚ nٌٍىٓ (2 2a n ٚ11 4b n . 

 .     aٚbعٍٓ اٌمٍُ اٌّّىٕح ٌٍماعُ اٌّشرشن الأوثش ٌٍعذدٌٓ */ أ

): تؽٍس ٌىnْٛاٌّعذَٚاٌعذد اٌطثٍعً غٍش عٍٓ لٍُ */ب  ; ) 2PGCD a b . 

 .أٌٍٚاْ فٍّا تٍّٕٙاaٚbتؽٍس ٌىْٛ اٌعذداْ nاٌعذد اٌطثٍعً غٍش اٌّعذَٚاعرٕرط لٍُ ض*/  

ٔعع : ،  nِٓ أظً وً عذد غثٍعً (3
25 7 2A n n  ٚ

211 15 4B n n  . 

)تٍٓ أْ اٌعذد */ أ 1)n  ٌٌٓمغُ وً ِٓ اٌعذدAٚB  . 

 .AٚBاٌماعُ اٌّشرشن الأوثش ٌٍعذدٌٓ nاعرٕرط ؼغة لٍُ */ب

اط(ــَق 05: )انرًشٍٚ انثانث
 

ؼٍس : 1zٚ2zعٍٓ اٌعذدٌٓ اٌّشوثٍٓ (1
1 2

1 2

2 1 3

( 3 2 ) (1 3)

z iz i

i z z i

   


   
 

اٌّرعاِذ ٚاٌّرعأظفً اٌّغرٛي إٌّغٛب إٌى اٌّعٍُ (2 ; ;o u v إٌمطرٍٓ،ٔعرثشA ٚB  راخ 

1A: اٌلاؼمرٍٓ iz   ٚ2 3B iz     . 

 عٍى اٌشىً الأعً . Azاورة أ*/
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1)3تٍٓ أْ:*/ب 3)
i

B

A

z
e

z



   ،شُ اعرٕرط اٌشىً الأعً ٌٍعذدBz . 

ؼرى ذىْٛ صٛسج اٌعذدnاٌطثٍعًعذدٛظذ لٍُ ٌٍـً٘ ذج*/

n

B

A

z

z

 
 
 

 إٌّصف الأٚي؟ذٕرًّ إٌى  

ٚصاٌٚرٗ  oإٌمطح اٌزي ِشوضٖ rتاٌذٚساBْصٛسج إٌمطحB'لاؼمح إٌمطح  أٚظذأ*/ (3
6


 .  

اؼغة ِغاؼح اٌذائشج*/ب  اٌرً لطش٘ا 'BB .اٌّغاؼح ( ذسج تٛؼذجــ)ِم 

عٍٓ ِعّٛعح إٌمػ ج*/ M z  :اٌّغرٛي ؼٍس ِٓ     
2

'arg arg argB B Bz z z z   
  

AB'ؼرى ٌىْٛ اٌشتاعCًلاؼمح إٌمطح Czعٍٓ*/د BCًٍٚظذاشُ ، ِغرطIzٍٗلاؼمح ِشوض شم. 

fٔعـــع: (4 rosٌشِض( ٌٍٍٓٛإٌى ذشوٍة اٌرؽsٚr. ) 

ٚصاٌٚر2ٗٚٔغثرOٗذشاتٗ ِثاشش ِشوضfٖؼٍس ٌىsْٛشأ*/عٍٓ اٌعثاسج اٌّشوثح  ٌٍرشاتٗ اٌّثاش       
3


 

أٚظذ ِغاؼح صٛسج اٌذائشج ب*/  تاٌرشاتٗ اٌّثاششs) ِمذسج تٛؼذج اٌّغاؼح(. 

إرا واْ ( أ*/ 5     S M M   ِا غثٍعح اٌّصٍس  ،OMM  ؟ 

0AM: ِٓ اٌّغرٛي اٌرً ٌىْٛ ِٓ أظٍٙا  Mعٍٓ ِعّٛعح إٌمػ ب*/ AM   
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 اط(ـــَق07) :انرًشٍٚ انشاتغ

: ـتـاٌّعشفح عٍىxٌٍّرغٍشاٌؽمٍمfًاٌعذدٌحٔعرثش اٌذاٌح 
  2

( ) ln 1 2
x e

f x x e e
 

    

ٚ fCذّصٍٍٙا اٌثٍأً فً ِغرٛي ِٕغٛب إٌى ِعٍُ ِرعاِذ ِرعأظ, ,O i j
  

 
 

 

:xأٔٗ ِٓ أظً وً عذد ؼمٍمً أ*/ ذؽمك  (1
  2

( ) ln 2
x e

f x x e e


     

limاؼغةب */  ( )
x

f x


   ،lim ( )
x

f x


.
 

 شُ شىً ظذٚي ذغٍشاذٙا. fض*/  أدسط اذعاٖ ذغٍش اٌذاٌح 

إٌّؽٕىأْ تٍٓ أ*/   (2 fCٌٍٓمثً ِغرمٍٍّٓ ِماست Dٚ Dّ٘ااِعادٌر: 

y x e ٚln 2y x e    عٕذ ٚعٕذ.عٍى اٌرشذٍة 

ٚظعٍح إٌّؽٕىادسط ب*/  fCٍٓتإٌغثح ٌٍّغرمٍٍّٓ اٌّماست Dٚ D. 

ض*/ تٍٓ أْ اٌّغرمٍُ     رٚ اٌّعادٌح
1

ln 2
2

x e   ِؽٛس ذٕاظش ٌٍّٕؽٕى ٛ٘ fC. 

أسعُ  (3 ، D ، Dٚ fC 

ٌٍىٓ (4 mD : ٗاٌّغرمٍُ اٌزي ِعادٌر
ln 2 ln 2

2 2
y m x m e

 
    

 
 .ٚعٍػ ؼمٍمmًؼٍس

ظٍّع اٌّغرمٍّاختٍٓ أْ */ أ mDذشًّ إٌمطح اٌصاترحln 2 ln 2
;

2 2
A e
 

 
 

 . 

ٍُعذد ٔمػ ذماغع اٌّغرمmٔالش ؼغة لٍُ اٌٛعٍػ اٌؽمٍمً*/ ب mD  إٌّؽٕى ٚ fC . 

ٔعع:  (5   
ln 3

ln 2

e

e

I f x x e dx





     ، 
1

0

ln 1 n

nI X dX ،nَٚعذد غثٍعٍغٍش ِعـذ 

 .1Iٚاؼغة اٌعذد Iفغش ٕ٘ذعٍا اٌعذدأ*/  

0:تٍٓ أْب*/  ln 2nI  

اذعــاٖ ذغٍش اٌّرراٌٍح عٍٓ*/ ض         nI ُِرماستح ٙااعرٕرط أٔش. 

تاعرعّاي :(6 ln 1 X X ، ًأظً و ِٓ 0;X   

أ*/ اعرٕرط أْ :
 

ln 3
2

ln 2

1 2 1 ln 40

e
x e

e

I e dxI


 



    

1Iاعػ ؼصشا ٌٍعذد ب*/        I. 
 

 

 

 
 

 

 

 انثاَٙاَرٓٗ انًٕضٕع 
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 انًهحق:

 

 .........الاسى :

 .........انهقة :  

 ........انقسى :  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 انًهحق:  

 

 .............الاسى :

 ............انهقة :  

 ............انقسى :  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 hC

 hC
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 ذقُٙ سٚاضٙ 2023ذصحٛح انثكانٕسٚا انرجشٚثٙ 

 َقاط(   04):انرًشٍٚ الأٔل: انًٕضٕع الأل

كراتح انرًثٛــم انٕسٛطٙ(1 d:tًٚعٍػ ؼمٍم 

أي أْ:
1

2 1
2

y
x z t


    :ِٕٗٚ 

2

1
: ;

2

1

x t

y
d t t

z t

 



 


 

إرْ:اٌرّصٍلاٌٛعٍطً ٌٍّغرمٍُ  dٛ٘

2

2 1; t

1

x t

y t

z t

 


  
   

 

ذثٛاٌ أٌ  */ dٔ dٕ٘نٛسا يٍ َفس انًسر: 

 1;2; 1u ٍٗشعاع ذٛظ d، ' 3;1;2uٍٗشعاع ذٛظ 'd 

تّاأْ
1 1

3 1
ٍفئٔاٌشعاع ٓ 1;2; 1u  ٚ ' 3;1;2u

، فٍىْٛ اٌّغرمٍّاْ  ٓ خطٍاٍغٍش ِشذثط  d  ٔ d 

 إِا ٌٍغا ِٓ ٔفظ اٌّغرٛي ٚ إِا ِرماغعاْ ِٓ ٔفظ اٌّغرٛي  

ٌرىٓ ; ;E x y z ٔمطح ذماغع d  ٔ d أي: 

 

 

 

  2

2 3 4... 1

2 1 3... 2 ; ,

1 2 3... 3

x t t

y t t t t

z t t

   


     


    

ٔثؽس عٓ اٌصٕائٍح ,t t 

 

تعّع  1ٔ 3 :
4

'
5

t


  ًٚترعٌٛعٙا ف 1ٚأ 3 

ٔعذ:
2

5
t


 ،  اٌصٕائٍح

2 4
,

5 5

  
 
 

لا ذؽمك 2
 

ٗ:ـــِٕٚ d ٔ d  ٌٍغا ِٓ ٔفظ اٌّغرٛي 

نهًسرٍٕٚٛ انذٚكاسذٛحًؼادنح اناٚجاد ( أ(2 
1

pٔ 
2

p

ٌشّلاْ ٚ 4; 7;5A ٚ   1d Pٚ   2'd P 

انًسرٕ٘ ذؼٍٛٛ يؼادنح
 

1
p

: 
1

p  ًٌّش 4; 7;5A  

ِٚٛظٗ تاٌشعاعٍٓ  1;2; 1u   ٍٗشعاع ذٛظ d ٚ

 2;8; 4AD    ؼٍس 2;1;1D ِٓ ٔمطح d 

:ٌٍىٓ  a;b;cn ٍٍٍّّغرٛيشعاع ٔاظ 
1

p َٚغٍش ِعذ 

0

0

n u

n AD

  


 

ٌىافئ
2 0 ...(1)

2 8 4 0..(2)

a b c

a b c

  

   

عّعت 1ٚ 2
 

6ٔعذ  3 0b c  ِٕٗٚ2c b نأخذ: 1b  2نجدc  و

ذؼٍٛٛ يؼادنح نهًسرٕ٘ 2P :لديظا 2P يشطل 4; 7;5A  
ومهجو بالشعاعغن  3;1;2uشعاع تهجيو dو

 0;10; 2AC  حغث 4;3;3Cنقظةمن d
 

بظفس الظريقة 2 :11 3 15 10 0P x y z    
انرحقق أٌب( 

1
pٔ 

2
pٔفق يسرقٛىايرقاطؼ ٌ 

 

تّا أْ:
0 1

11 3



فئْ  0;1;2nٚ 11; 3; 15n  

ٚعٍٍٗ ٌىْٛ اٌّغرٌٛاْ غٍشِشذثطٍٓ خطٍا 1Pٔ 2P 

ِرماغعٍٓ ٚفك ِغرمٍُ .     :ٌذٌٕا

 

1
9

11
: 3 22 ;

11

x

y

z



 












 

   



 1 : 2 3 0P y z  ،

 2 :11 3 15 10 0P x y z    
   22 3 2 11 3 0     0ٌىافئ. 0  
:ومظو الطعادلة تقبل مالا نياية من الحمهل     1P  

   
1

11 9 3 3 22 15 11 10 0
11

  
 

      
 

.0ٌىافئ 0  

:الطعادلة تقبل مالا نياية من الحمهل ومظو     2P  
نستظتج أن      1 2P P  

ػهٗ Aنـ انًسقظ انؼًٕدA٘'د إحذاثٛاخ اجإٚأ*/( 3

انًسرٕ٘ Q: ; ;A x y z   
، 11;1; 1

Qn  ًٌّـ ٔاظ Q 

و A .  :11بطا أن 2A A Ax y z  فإن A Q 

AAوبالتالي   يـــهازي
Qn يهجـدk  حغث

Q
AA k n   

 4; 7; 5AA x y z       أي 
4 11

7

5

x k

y k

z k

  


  
    

يكافئ
11 4

7

5

x k

y k

z k

  


  
    

، A Q ِٖعٕا 

     11 11 4 7 5 2 0k k k       ِٖعٕا
10

41
k   

54نجد: kبالتعهيض عن قيطة  297 215
; ;

41 41 41
A
 
  
 

 
اسرُراج انًسقظ انؼًٕد٘ نــب(  ٕ٘ػهٗ انًسر Q: 

الطسقط العطهدي لمطستقيم عمى Qىهالطستقيم BA 

ذؼٍٛٛ طثٛؼح انًجًٕػح (4 0حٛثMA MB 
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0a  ومظو:  0;1;2nناعطي لـــــ 1 : 2 0P y z d   
 1A P 7معظاه 10 0d  3معظاهd   
:وـــــــــــــــــــومظ  1 : 2 3 0P y z   

َقاط(  04):انرًشٍٚ انثاَٙ
0 0 8A B ،Sاٌرشاتٙاٌّثاشش 

ٚٔغثرٗ  0Aِشوضٖ 
1

2
ٚصاٌٚرٗ 

3

4


،: 1n nB S B  

 :1B،2B،3B ٚ4Bاَشاء انُقظ (1

 1 0B S Bٌىافئ

 

0 1 0 0

0 0 0 1

1

2

3
, 2

4

4

k

A B A B

A B A B








  



،k  

 2 1B S Bِٖعٕا

 

0 2 0 1

0 1 0 2

1

2

3
, 2

4

2

k

A B A B

A B A B








  



،k  

 3 2B S Bِٖعٕا

 

0 3 0 2

0 2 0 3

1

2

3
, 2

4

1

k

A B A B

A B A B








  



،k  

 4 3B S Bِٖعٕا

 

0 4 0 3

0 3 0 4

1

2 2

3
, 2

4

1

k

A B A B

A B A B








  



،k  

 

 

 

 

 

0ٍٛاثثاخ أٌ انًثهث(2 1n nA B B  ٚ0 1 2n nA B B ٌيٍ  يرشاتٓا

 :nأجم كم ػذد طثٛؼٙ

 1n nB S B  ِٖعٕا
0 1 0

1

2
n nA B A B  

ٚ 0 0 1

3
, 2

4
n n kA B A B


    ،k  ،:ْتّا أ 

0
0 1

0 0

1
12

2

n
n

n n

A BA B

A B A B
  ٚ

0 1
0 2

0 1 0 1

1
12

2

n
n

n n

A BA B

A B A B




 

 ٚ 

   0 1 0 2 0 0 1 0 0 1

1 1
, , ,

2 2
n n n n n nA B A B A B A B A B A B   

 
  
 

 

0فئْ اٌّصٍصٍٓ 1n nA B B  ٚ0 1 2n nA B B ِْرشاتٙا 

1(ِٕٚٗ: ) ظٍعاْ ٚ صاٌٚح ِؽصٛسج تٍّٕٙا  2

1

1

2

n n

n n

B B

B B
 



 

اثثاخ أٌ/*(أ3 nu يررانٛح ُْذسٛح أساسٓا
1

2
ٔعشف  :

 ىي سظح كرة قظرىا AB،17150
11.9

121
AB   

43الظقظة ومركزىا 5
; 2;

22 2
I
 

 
 

مظتصف   AB 

 

n:0ِٓ أظً وً عذد غثٍعً 0 1

1 1

2 2

n n

n B Bu u
   

    
   

 
0َضغ انًجًٕع: ج*/ 1 2 ....n nu u u u     ، 

limثى إٚجادnتذلانح nحساب n
n




:nغ.َ.ٕ٘ذعٍح.َ 
1

1

0 0 1

1
1

12
2 1

1 2
1

2

n

n

n u B B





  
                 

 

 

:ِٕٗٚ0 1lim 2n
n

B B


 

انًؼادنح :*/  َحم فٙ( أ4 1 ...3 4 2x y  
 13افئـــٌى 4 2x y افئــــــٌى 3 2 4x  

ٌىــــافئ        7 3 7 2 4x  افئــــٌى 2 4x  

 :ِٕٗٚ4 2x  ،تاٌرعٌٛط فً اٌّعادٌح 1ٔعذ 

3 1y  :ْإر  4 2;3 1 ;S       

انرٙ يٍ اجهٓا ذكَٕانُقطحnذؼٍٛٛ قٛى انؼذد انطثٛؼٙ ب*/

nB  ذُرًٙ إنٗ انًسرقٛى : 

ٌذٌٕا:   اٌعّٛدي عٍى 0 0A B ً0إٌمطحفAٚوزٌه 

     

 

0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 2

0 1 0

, , , ...

3 3 3 3
.... , ...

4 4 4 4

n

n n n

A B A B A B A B A B A B

A B A B
   



  

     

 

nB ذٕرًّ إٌى  ِٖعٕا 0 0 0,
2

n kA B A B


 ،k  

ٔعذ: 
3

4 2
n k

 
 ٌىافئ

1
3 4

2
n k

 
  

 
 

3ٌىـــافئ  2 4n k 3افئـــٌى 4 2n k  

4٘ـــً  nِٕٚٗ لٍـُ  ' 2n k   ،'k  

 َقاط(   05):نثانرًشٍٚ انثا

أٌ انًؼادنح*/َثٍٛ أ(1 Eذىافئ  2

1 4 7 0z z z   

ٌذٌٕا : 
3 2

... 3 3 7 0E z z z     2

1 4 7 0z z z   

ٌىافئ
3 2 2

4 7 4 7 0z z z z z     
 

ٌىافئ
3 2

3 3 7 0z z z   
 

انًؼادنحفٙ حم َ/ب*  E: 
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ِرراٌٍح nu1تـn n nu B B ًأظً وً عذد غثٍع ِٓn. 

1 1 2

1

1

2

n n n

n n nu

u B B

B B
  



 ِٕٚــ:ٗ nuِٕ٘ذعٍح أعاعٙا  رراٌٍح

1

2
0ذ٘ا الأٚيــــؼ ٚ 0 1u B B 

 :nتــذلانحnuب*/ كراتح ػثـاسج

 ِٕٗٚ: 1;2 3 ;2 3S i i    

حرٗ  ٚكٌٕ انؼذد انًشكةnذؼٍٛٛ قٛى انؼذد انطثٛؼٙ/أ*(2

( )n

B Az zٌذٌٕا:ػذدا حقٛقٛا سانثا 

( ) (2 3 1) (3 3 )n n n

B Az z i i      

 ِٕٗٚ6( ) (2 3)
n

i
n n

B Az z e


  

( )n

B Az zمعناه:عذدا ؼمٍمٍا عاٌثا

arg( ) 2n

B Az z k    2ومنه
6

n
k


   

12إذن 6 ;n k k   

ABCذؼٍٛٛ طثٛؼح انًثهث ب*/

3 3 2 3C AAC z z i    

3 3 2 3B AAB z z i     

2 3 2 3C BBC z z i     

AB: تّا اْ AC BC  ْاٌّصٍس فئABCِرماٌظ الأظلاع 

انؼذد  حتاكر(أ*/3
A C

D C

z z

z z




 لأسٙ:ػهٗ انشكم ا

2
1 2 3 3 3

3
3 2 3 1 3

i
A C

D C

z z i i
e

z z i i


     

  
    

ٔػُاصشِ Dإنٗ Aانز٘ ٚحٕلطثٛؼح انرحٕٚم  اسرُراج*/

23:انًًٛضج
i

A C

D C

z z
e

z z







ِعٕاٖ  23
i

A C D Cz z e z z


   

اٌزي ِشوضٖ  اٌّثاشش تاٌرشاتٗ  Dإٌمطحصٛسج Aإٌمطحِعٕاٖ 

ٚصاٌٚرٗ  3ٚ ٔغثرٗ  Cإٌمطح
2


 

 ACDَٔصف قطش انذائشج انًحٛطح تانًثهثذؼٍٛٛ يشكض /ب

23ٌذٌٕا:
i

A C

D C

z z
e

z z







ِعٕاٖ  
3

( ; ) 2 ;
2

A C

D C

z z

z z

CD CA k k




 


 



  

 

ِٕٚٗ  ِشوض اٌذائشج اٌّؽٍطح  Cلائُ فً  ACDاٌّصٍسارْ 

ٌٛذشِٕرصف ا Iإٌمطح ٘ٛ ACDتاٌّصٍس AD
 

 E ذىافئ
2

( 1)( 4 7) 0z z z    

ٌىافئ 
2( 1)( 4 7) 0z z z   ٌىافئء

2( 1)( 4 7) 0z z z   
 

2ٌىافئ 

1

4 7 0

z

z z

 


  
، 

2

12 2 3i    

1 2 3z i  ٚ2 2 3z i  

ٌّغػ اٌّعاي  kِٓ أظً ِٕٚٗ : 0; اٌّعّٛعح  

 ABٚشعاع ذٛظٍٙٗ   Aٖ إٌمطح ؤً٘ ٔصف ِغرمٍُ ِثذ

62:لاؼمرٗ  3 3 3
i

e i


  

2حٛثقًٛح انؼذد  ٍ ٛؼٛ*/ذأ( 5 0CA CB CD    

2 0CA CB CD    

ً٘ ِشظػ اٌعٍّح Cإٌمطحِعٕاٖ  ( ; 1),( ;2),( ; )A B D  

2

1 2

2

1 2

A B D
C

A B D
C

x x x
x

y y y
y









  
   


   

   

ٌىافئ

1 4 3
2

1

0 2 3 0
3

1









 
 


   

 

 ِٕٗٚ3   

ٍٛؼٛذ/ب* EنُقظايجًٕػحM: يٍ انًسرٕ٘ حٛث 

 * ... 2 3 2AM BM DM BM CM     

 *2ذىافئ 3 2MA MB MD BM MC   
 

 *ذىافئ 2 3 2MA MB MD BC     

 *ذىافئ 1 2 3 2CM BC   ذىافئCM BC 

ِٕٚٗ ِعّٛعح إٌمػ  E ٖإٌمطحً٘ لشص ِشوضC  ٚٔصف

2لطشٖ  ٘ٛ : 3BC  
قشصاناسرُراج يجًٕػح  َقظ ذقاطغ /جـ* E ٔ

انًسرقٛى َصف AB: اٌمشصٌذٌٕا EِٖشوضC  ٚٔصف

 لطشٖ 
2 3BC   ٚ2 3AC ِٖعٕاAذٕرًّ إٌى اٌمشص E 

ِٕٚٗ ذماغع اٌمشص  Eٍُٚٔصف اٌّغرم AB
 

٘ٛ اٌمطعح اٌّغرمٍّح AB
. 

 َقـــاط ( 07)انرًشٍٚ انشاتغ:

1)g  ِعشفح عٍى 0;تــــ :  2 xg x x e 
انًجال ػهٗ gح اذجاِ ذغٛش انذانح سادس أ*/ 0;: 

لاتٍح ٌلاشرماق عٍى gاٌذاٌح 0;:   2' 2 xg x x x e 
 

تّا اْ  ' 0g x  ْاٌذاٌحفئg ِرضاٌذج ذّاِا عٍى 0; 
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ٙالاؼمر
3 1

2 2 2

A D
I

z z
z i


  

 

ذؼٍٛٛ قٛس نهضأٚح انًٕجٓح /* 4 ;u AB: 

)ٌذٌٕا : ; ) arg( ) 2 ;
6

B Au AB z z k k


     

اسرُراج /* انُقظ  يجًٕػح M z: حٛث 

61 2 3
i

z ke


  ِٖعٕا( )A B Az z k z z   

AMِعٕاٖ       k AB  

2)fِعشفح عٍى 0; :   
1

2 2 2 3x xf x x x e e e     

ب ـاحسأ*/ lim
x

f x


ٚ 
0

lim
x

f x


: 

 lim
x

f x


  ، 
0

lim
x

f x


  

يٍ انًجالxَثٍٛ أَّ يٍ أجم كم ب*/ 0; :

   
1

'f x g x g
x

 
   

 
،  ثى حساب ' 1f: 

لاتٍح ٌلاشرماق عٍى fاٌذاٌح  0;داٌرٙا اٌّشرمح'f: 

   
1

2

2

1 1
' x xf x x e e g x g

x x

 
     

  

:ِٕٗٚ   
1

' 1 1 0
1

f g g
 

   
 

 

ػهٗ انًجالfذغٛشاخ انذانحجذٔل  ذشكٛم ج*/ 0;: 

إشـــــاسج 'f x
 : 

f ِرضاٌذج ذّاِا عٍى 1; 

f ِرٕالصح ذّاِا عٍى 0;1
 

 

 

 

 

 

:ثٍٛ أٌ انًؼادنحَ( أ*/3   2 2 2 xx x e h x   

1.5:حٛــثٔحهًٍٛـذمث 1.6    ٚ0.5 0.6 

   2 2 2 xx x e h x   افئذى   2 2 2 0xx x e h x    

ذىافئ   0f x :ٌذٌٕا ، 0.5 1.25f  ، 0.6 0.74f   

ِٚرٕالصح ذّاِا عٍى ِغرّشج fتّا اْ اٌذاٌح 0.5;0.6 

   0.6 0.5 0f fفاْ ؼغة ِثشٕ٘ح اٌمٍُ اٌّرٛعطح
 

فئْ اٌّعادٌح   2 2 2 xx x e h x    ذمثً ؼً ٚؼٍذ 

0.5ؼٍس:   0.6  ،  0f   

0إرا واْ :  اسرُراج أَّ ب*/ 1xْفئ 
1

g x g
x

 
 
 

 

فئْ 1xإرا واْ ٚ                        
1

g x g
x

 
 
  

0إرا واْ   1x  ْفــئ
1

x
x

ِرضاٌذج ذّاِا gٚ ٌذٌٕا 

عٍى  0; ،ئْـــف 
1

g x g
x

 
 
  

فــئْ  1xإرا واْ  
1

x
x

 ِرضاٌذج ذّاِا عٍى gٌذٌٕاٚ

 0;،ئْـــف 
1

g x g
x

 
 
 

 

اٌفشق  ٔذسط إشاسج     2 2 2 xf x h x x x e   
 

2 2 2 0x x ًأظً و ِٓ 0;x  ْ4لأ   

: ِٕٗٚ fC ٌمع فٛق hC عٍى اٌّعاي 0; 

ثٍٛ اٌ انًُحَُٗج*/ fCٚقثم يًاسا T  ٙفٙ انُقطح انر

 ٚطهة كراتح يؼادنرّ : 1فاصهرٓا

عٍى  لاتٍح ٌلاشرماقfتّااْ اٌذاٌح 0;ْذّصٍٍٙا فئ fC

ِٓ  ٌمثً عٕذ وً ٔمطح فاصٍرٙا  0; ِّاعا 

      : ' 1 1 1T y f x f  
،

   ' 1 0 ; 1f f e  
 

:ِٕٗٚ  :T y e  

سسىأ*/( 4  Tٔ fC: 

 

 حرmٗقٛى إٚجادب*/

نًؼادنحذقثلا E 

 :      حهٍٛ يرًاٚضٍٚ
 ٚعٍػ ؼمٍمmًٌذٌٕا 

 0mؼٍس

 

 

اٌّعادٌح  Eافئــــذى 

   f x f m 

إشاسج f m: 

 

 

 

 

1mًــــِٓ أظ  اٌّعادٌح E.ذمثً ؼلا ِعاعفا 

اٌّعادٌح  :ٗـــِٕٚ E ًٍّاؼٍٍٓ ِرّاٌضٌٕذمث

   0;1 1;m  
 

03 

 hC

 fC

 T

       2.... 2 2 mE f x m m e h m   
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ٌذٌٕا: 1.5 0.60f   ، 1.6 0.44f  

ِٚرضاٌذج ذّاِا عٍى ِغرّشج fتّا اْ اٌذاٌح 1.5;1.6 

   1.6 1.5 0f f اٌمٍُ اٌّرٛعطحفاْ ؼغة ِثشٕ٘ح
 

فئْ اٌّعادٌح   2 2 2 xx x e h x    ذمثً ؼً ٚؼٍذ 

1.5ؼٍس:  1.6  ،  0f   

اسرُراج أٌ */ fCٍٛٚقطغ يحٕس انفٕاصم فُٛقطر: 

تّا اْ اٌّعادٌح   0f x ٍٍٓذمثً ؼٚ ْفئ fC ٌمطع

 ٚفاصٍرٍّٙا  ِؽٛس اٌفٛاصً فٍٕمطرٍٓ
دساسح ٔضؼٛح انًُحُٗ ب*/ fC ُٗتانُسثح نهًُح hC: 

اسرُرـاجب*/ A تـيسـاحح انحٛض انًسرٕ٘ انًحذد hCٚ

 fCانًسرقًٍٛٛ انهزٍٚ يؼادنراًْا ٔx ٚ1x  

ؼٍس  تٛؼذج اٌّغاؼح()ِمذسج  0;1:
 

         
1

1

A f t h t dt f t h t dt





            
 

   

  

2

2

4 6 3

3 4 6

A e e

e e u a





  

 

     
 

   
 

حساب*/ 
0

lim A





:

   2

0 0

lim lim 3 4 6 3A e e e

 
  

 

     
  

 الموضوع الثانً

 نماط( 04):  التمرٌن الاول

(3;1;0)A،(1;2;0)B’(3;2;1)CوD(0;0;m) 

BAحساب( أ*/1 BC:(2; 1;0)BA  ،(2;0;1)BC 

:ٌذٌٕا      2 2 0 1 1 0 4BA BC      

Cosانقًٛرٍٛ انًضثٕطرٍٛ نـاسرُراج*/ ABCٚ

SinABC:  ٌذٌٕاCosBA BC BA BC ABC   

 :ِٕٗٚ
4 4

55 5

BA BC
ABC

BA
os

B
C

C


  

 

:ٌذٌٕا
2 2

1sin CosABC ABC  

ِٕٗٚ
3

in
5

s ABC ٚأ
3

sin
5

ABC   

 :ABCSٔنركٍ ABCب يساحح انًثهثاحسب*/

1 1 3 3
sin 5 5

2 2 5 2
ABC AS BA BC aC uB       

يٍ انًجالxَثٍٛ أَّ يٍ أجم كم  ( أ*/5 0;:

     2

1

4 6 3

x

xf t h t dt x x e e       

ٌذٌٕا:     2

1 1

2 2

x x

tf t h t dt t t e dt       

اٌذاٌح: 2 2 2 tt t t e  ِغرّشج عٍى 0;ٚلا افٍٙرمثً د

عٍى  أصٍٍح 0;
. 

   2 24 6 3 ' 2 2t tt t e e t t e      
  

   

 

'
2 2

1 1

2

2 2 4 6 3

4 6 3

x x

t t

x

t t e dt t t e e dt

x x e e

      
 

   

 
 

ٌذٌٕا 0 2 0 2 5 0m    أي
5

2
m   ْإر: D ABC 

 ستاعً ٚظABCDِٖٕٛٚٗ:  ؼمٍمً ِٛظةعذد mْلأ

ABCDْٕحجى ستاػٙ انٕجِٕ َثٍٛ أٌ */
2 5

6

m
V uv


 

ٌذٌٕا
1

3
ABCD ABCV S h  ،  ,h d D ABC هو الارتفاع 

  
2 5 2 5

;
31 4 4

m m
d D ABC

  
 

 
 

1ومظو  3 2 5 2 5

3 2 3 6

m m
V uv

 
   

 
ثٍٛ أٌَأ*/(2 Q ٕ٘انًحٕس٘ نقطؼح انًسرقٛىْٕ انًسر

 ABيؼادنرّ انذٚكاسذٛح
5

2
2

x y


  :منهاهناك عدة طرق 

3إحداثيات*
(2; ;0)

2
Iمظتصف ABتحقق التطثغل الهسيظي لـ

 Qوالشعاع 2, 1,0AB  تهجغيو  يعطهدي عمى شعاع
   2; 4; 5 1;2;0u u ٚ   ومظو Qمستهي محهري لـ AB 

*/ذؼٍٛٛ  يؼادنح Q:لديظا 

 

 

 

 

  2

2 2 .... 1

3
: 4 2 .... 2 ; ,

2

5 ..... 3

x

Q y

z

 

   



  



   

  


5z( نجد:1من )   

يكافئ 
5

z
 


2( نجد:1في ) بالتعهيض 2

5

z
x 

 
   

 
 

2ومظو: 
2

5

z
x    ٚنعهض قيطة  ( نجد:2في ) 

3 2
4 2 2

2 5 5

z z
y x

   
       

   
5ومظو : 

2
2

x y


   
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ثٍٛ أٌَج*/ 1;2; 2n ٕ٘شؼاع َـاظًٙ نهًسر ABC: 

تّا أْ     1 2 2 0 2 1 0n BC     ٚوزٌه 

     1 2 2 1 2 0 0n BA     
 

;2;1)فئْ 2)n ٌٍّغرٛيظٕاشعاع ًّ ABC 

ًسرٕ٘دٚكاسذٛح نهيؼادنح اسرُراج  */ ABC: 

ٌذٌٕا     : x 2 2 0ABC y z d    

 A ABC3ذىافئ 2 0d  5ذىافئd   

ِٕٗٚ:  : x 2 2 5 0ABC y z    
 :ستاػٙ ٔجABCDِٕذثٛاٌ أٌ د*/

لا ذٕرًّ اٌى اٌّغرٛي  Dإٌمطح ٔثٍٓ أْ  ABC
 

5 2 10 0x z   نضعz t(t) نجد وسيط حقيقي 

2
2

5
x t 4و 3

5 2
y t :إذن

 

2
2

5

4 3
: ;

5 2

x t

y t t

z t











 

   



 

حساب ج*/  ;d D Q ج تذلانح ااسرُرثىm ٍٛانًسافح ت

Dٔ :  
4(0) 2(0) 5 5 5

;
216 4 20

d D Q
  

  
 

بطاأن Qو ABCفغثاغهرس متعامدان فإن حسب مبرىظة
 

        
2 2 2

; ; ;d D d D Q d D ABC  
 

ومظو:   
2 25 2 5 16 80 145

;
4 3 6

m m m
d D

   
    

 
 

mذثٛاٌ أَّ يٍ أجم كم ػذد حقٛقٙ(أ*/3 mSسطح كشج 
 :ٚطهة ذؼٍٛٛ يشكضْا َٔصف قطشْا

:لديظا 2 2 2 22 9 0x y z m z m      
:ومظو   

22 2 9x y z m    :إذن mSسظح 
3rو نصف قظرىا D(0;0;m)كرة مركزىا الظقظة  . 

ا يًاس(ABC)انًسرٕ٘ حرٗ ٚكmٌٕذؼٍٛٛب*/

نسطحانكشج  mS:
(ABC)مطاس لسظح الكرة mSيعظي

  D; 3d ABC  :2أي أن 5
3

3

m 
  ومظو: 2m  

 (ABC)ذًايا نهًسرٕ٘ انًٕاص٘(P)يؼادنح انًسرٕ٘(4
ويمس mS:

(P)لديظا  : x 2 2 0y z d   : 
مطاس لــ(P)الطستهي  mS يعظي :

ومظو معادلة Q:4ىي 2 5 0x y    

تطشٚقح آخشٖ:*/ Q 3يشطل
2; ;0

2
I
 
 
 

مظتصف  AB 

و 2;1;0AB  والتطثغل الهسيظي يحققشعاع ناعطي لو 
 

5
: 2

2
Q x y


   الطستهي الطحهري لقظعةالطستقيمومظو AB

 
ج اٌ انًسرٍٕٚٛااسرُرب*/ ABCٚ Q ًٌْٔايرؼايذا 

يرقاطؼاٌ ٔفق يسرقٛى ُٛٛرًثٛـهّ  انٕسٛطٙٚطهة ذؼ: 

.تّا أْ 1.( 2) 2.(1) 0.( 2) 0n AB       فإن Q
و  ABC متعامدان فيطا متقاطعان وفق مستقيم .

 
ذؼٍٛٛ انرًثٛم انٕسٛطٙ نهًسرقٛى*/ : 
 

 

2 2 5 0.... 1

4 2 5 0....... 2

x y z

x y

   

   

 ( ٔعذ:1( ِٓ )2تطشغ ) 

5 2a n ٚ11 4b n  ،*n
 

11 5 11(5 2) 5(11 4) 55 22 55 20 2a b n n n n         

: ِٕٗٚ
2

d: ْإر 2 1;2d D . 

:  تحٛث ٚكnٌٕذؼٍٛٛ قٛى انؼذد انطثٛؼٙ غٛش انًؼذٔوب*/
( ; ) 2PGCD a b :   ٌذٌٕا( ; ) 2PGCD a b  

2bٌمغُ 2ِعٕاٖ bٌمغaٚ2ٌُمغُ 2ِعٕاٖ a 

11ٌمغُ 2أي  4 2(5 2)n n   ًٌٌمغُ 2ٚتاٌراn. 

 ِٕٗٚn: ً2عذد صٚظً ٌىرة ِٓ اٌشى / *n   

تحٛث nانؼذد انطثٛؼٙ غٛش انًؼذٔوج قٛى ااسرُرج*/

 ِٓ اٌغؤاي اٌغاتك :أٔنٛاٌ فًٛا تًُٛٓاaٚbٚكَٕانؼذداٌ 

)ِٓ أظً  ; ) 2PGCD a b   ٍُلn:2 / *n    

)ؼٍسnلٍُ  ِٕٚٗ: ; ) 1PGCD a b  : ً٘2 1/n     

)أٌ انؼذد َثٍٛ*/أ( 3 1)n  ٌٌٓمغُ وً ِٓ اٌعذدAٚB 
25 7 2A n n  ٚ211 15 4B n n  ،n 

 ( 1)(5 2) 1A n n a n    ،  1 11 4 ( 1)B n n b n     

: ِٕٗٚ( 1)n  ٌٌٓمغُ وً ِٓ اٌعذدAٚB 
Aانقاسى انًشرشك الأكثش نهؼذدnٍٚج حسة قٛىااسرُر ب*/

ٚB: 
( ; ) ( ( 1); ( 1)) ( 1) ( ; )PGCD A B PGCD a n b n n PGCD a b    

 ٔيُّ ًَٛض حانرٍٛ :
)إرا واْ:1انحانح  ; ) 2PGCD a b   ٖ2ِعٕا / *n    

)ٔعذ : ; ) (2 1)2 4 2PGCD A B      
):إرا وا2ْانحانح  ; ) 1PGCD a b ٖ2ِعٕا 1/n     

)ٔعذ : ; ) (2 1 1)1 2 2PGCD A B       
 نماط( 05)الثالثالتمرٌن 

ؼٍس :   1z   ٚ2zانؼذدٍٚ انًشكثٍٛ ذؼٍٛٛ(1
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  
4

; 3
3

d
d D P

 
 4أي 9d   

:ومظو  13d  5أوd   ىه الطستهي ABC 
إذن:  : x 2 2 13 0p y z    

 نماط( 04): التمرٌن الثانً

(أ*/إثثاخ أٌ :1 4 11y  ، ...11 5 2E x y 
 

11 5 2x y 5ٌىافئ 11 2y x  ِٕٗٚ 5 2 11y  أي 

أي 5 20 11y : ِٕٗٚ 4 11y  

اسرُراج حهٕل انًؼادنح ب*/ E: 

 4 11y   ٖ11ِعٕا 4y k     ِعk  ،  ٔعٛض لٍّح

y فً اٌّعادٌح( )E  : 5ٔعذ 2x k 
 

:ِٕٗٚ  11 4;5 5 /S k k k    

)ذؼٍٛٛ انقٛى انًًكُح نـ(أ*/2 ; )d PGCD a b: 

 :Bzاسرُراج انشكم الأسٙ نهؼذد*/

3 34(1 3) 2 (1 3)
i ii

B Az z e e e
 



    

: ِٕٗٚ122(1 3)
i

Bz e


  

حرٗ ذكٌٕ صٕسج انؼذدnقٛى نهؼذد انطثٛؼٙ ذؼٍٛٛج*/
n

B

A

z

z

 
 
 

 ل إٌ ٔجذخ :ذُرًٙ إنٗ انًُصف الأٔ

argِعٕاٖ
4

n

B

A

z
k

z




 
  

 
1)3ٌذٌٕا :  3)

n n
i

nB

A

z
e

z

 
  

 
 

أي : arg 2
3

n

B

A

z n

z




 
 

 
: ِٕٗٚ

3 4

n
k

 
 ،k  

4أي 12 3n k  ،(12;4) 4PGCD 4 ُ3لاذمغ  ِٕٗٚ

 اٌّطٍٛب .ذؽمك nلاذمثً ؼٍٛي ارْ لاٌٛظذ لٍُ ٌـاٌّعادٌح

rتانذٔساBٌصٕسج انُقطحB'لاحقح انُقطحإٚجاد أ*/ (3

ٖ ٔصأٚدoانز٘ يشكضِ انُقطح
6


 

6اٌشىً :ِٓ rعثاسج اٌذٚساْ 
i

z e z




  

6 6 12 122(1 3) 2(1 3)
i i i i

B Bz e z e e e
   

  

     
 

122(1 3) 2 3
i

B Bz e z i




       

)حساب يساحح انذائشجب*/ ) انرٙ قطشْا BB :ٌذٌٕا

2S R،
2' 2

1
2 2 2 2

B Bz z iBB
R

  
     

: ِٕٗٚ.s u a 

ٍ يجًٕػح انُقظٛؼٛذج*/ M z  :يٍ انًسرٕ٘ حٛث

 

 

1 2

1 2

2 1 3... 1

( 3 2 ) (1 3) .. 2

z iz i

i z z i

   


   

نضرب طرفي 

1(نجد  –iالطعادلةالأولعفي) 2

1 1 2

2 3......(1')

3 2 3...(2)

iz z i

z iz z i i

    


   
 

:(2(ٚ )1'ّع )تع
13 3(1 )z i   ِٕٗٚ1 1z i  

( ٔعذ :'1تاٌرعٌٛط فً )
2 2 3z i   

42عٍى اٌشىً الأعً :Azكراتح (أ*/2
i

A ez




. 

1)3/َثٍٛ أٌ :ب* 3)
i

B

A

z
e

z



 :

2 3 (2 3 )(1 ) (1 3) 3(1 3)

1 2 2

B

A

z i i i i

z i

       
  


 

:ِٕٗٚ3
(1 3 )

(1 3) (1 3)
2

i
B

A

z i
e

z




   

 

2)تإٌغثح ٌّؽٛس اٌفٛاصً ٌٚذٌٕا : 3; 1)B   ٚ(1; 1)A  

ABأي :  ٚ ٌٍُّٙا ٔفظ اٌرشذٍة  ِعٕاٖ ٌٕرٍّاْ إٌى اٌّغرم

1yِعادٌرٗ   : ِٛاصي ٌّؽٛس اٌفٛاصً ِٕٚٗ ٔعذ

1C Az z i  . 

AB'انًسرطٛم لاحقح يشكض ثقمIzإٚجاد */ BC

4

A B B C
I

z z z z
z   

 ِٕٗٚ
1 4 2 3 1 3 3

4 2
I

i i
z

     
  

fٌحٛث ٚكsٕشانؼثاسج انًشكثح  نهرشاتّ انًثاشذؼُٛٛأ*/(4

ٔصأٚر2َّٔسثرOّذشاتّ يثاشش يشكضِ
3


:f ros 

S ٖذشاتٗ ِثاشش ِشوضO ٗٚٔغثرk ٗٚصاٌٚرأيros 

ٚصاٌٚرٗ kٚٔغثرٗ Oذشاتٗ ِثاشش ِشوضٖ 
6


  

: ِٕٗٚ2k ٚ 2
6 3

 
  أي 2

2


  

ً٘ :Sِٕٚٗ عثاسج اٌرشاتٗ
22

i

z e z


  2ٚٔىرةz iz  

يساحح صٕسج انذائشج إٚجادب*/ ششتانرشاتّ انًثاs: 

)ِغاؼح صٛسج اٌذائشج )ً٘'S: ؼٍس
2 4 .s k s u a  . 

( أ*/ إرا كا5ٌ S M M ، طثٛؼح انًثهث إٚجادOMM : 

22
i

z e z


  : ِٕٗٚ
22

iz
e

z


  ِٖعٕاarg 2

2

z
k

z





  

ِعٕاٖ  ; 2
2

OM OM k


  ٚ2
z

z


2أيz z  
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     
2

'arg arg argB B Bz z z z   
 ْأي أ 

 2arg 2
12 12

Bz z k
 

   ِٕٗٚ arg
12

Bz z k


   

ذفغٍش٘ا : ; /
12

u BM k k


   

)ِٕٚٗ ِعّٛعح إٌمػ ً٘ اٌّغرمٍُ  )OB ِاعذا إٌمطحB. 

AB'حرٗ ٚكٌٕ انشتاػCٙلاحقح انُقطحCzذؼٍٛٛ*/د BC

 :يسرطٛم

 ; arg arg( ) arg( )A B
A B B B

B B

z z
B B B A z z z z

z z


 



 
       

 

 ; arg(1 2 3 ) arg(2 ) 2
2

B B B A i i i k


           

ٔعذ :ٗ ِٕٚ ; 2 /
2

B B B A k k


     

Bٌىفً أْ ٔثٍٓ : B AC : ِٖعٕا
1

1

C

C

x

y





 ِٕٗٚ1Cz i  

B:ٌذٌٕا  تطشٚقح اخشٖ Bz z  ِٖعٕاBB ٚ ِْرٕاظشذا 

'( ) 0f x  ِٖعٕا
 2

1 2 0
x e

e
 

 ِٖعٕاln 2x e  

 
lnِرضاٌذج ذّاِا عٍى  fاٌذاٌح 2;e   

  

;ِرٕالصح ذّاِا عٍى  fاٌذاٌح ln 2e  
  

 :ذشكٛم جذٔل ذغٛشاذٓا

 

أٌثٍٛ َ ( أ*/2 fCٍٛٚقثم يسرقًٍٛٛ يقاست Dٚ D

yيؼادنراًْا: x e  ٚln 2y x e    عٕذٔعٕذ

تّا أْػهٗ انرشذٛة : 

     2( )lim lim ln 1 2 ln1 0x e

x x
f x x e e  

 
        

     2( )lim ln 2 lim ln 2 ln 2 0x e

x x
f x x e e 

 

             
فئْ: D ِغرمٍُ ِماسب ٌـ fC عٕذ 

 ٚ 'D ِغرمٍُ ِماسب ٌـ fC عٕذ 

حٔضؼٛح انًُحُٗسادسب*/ fCٌـ تانُسثح Dٚ D 

ذٌٕا:ٌ     2( )ln 1 2 x ef x x e e      
2( )1 2 1x ee  ٕاٖ ـــِع 2( )ln 1 2 ln1 0x ee    

2OMِعٕاٖ OM  اٌّصٍس: ِٕٗٚOMM  ًلائُ فO 

يٍ انًسرٕ٘ انرٙ ٚكٌٕ Mيجًٕػح انُقظ ذؼٍٛٛ/ب*

0AMيُأجهٓا : AM  : AAM z z
،

( 1; 1)AM x y  

 ٚ( )AAM z z  2)أي )AAM iz z ِٕٗٚ( 2 1;2 1)AM y x    

0AM AM   ِٖعٕا     1 2 1 1 2 1 0x y y x       

3ِعٕاٖ                      2 0x y   

3ِعّٛعح إٌمػ اٌّطٍٛتح ً٘ ِغرمٍُ ِعادٌرٗ  2 0x y  . 

 َقاط ( 07)  :انرًشٍٚ انشاتغ

: xػذد حقٛقٙ انرحقق أَّ يٍ أجم كم(أ*/1
  2

( ) ln 2
x e

f x x e e


    
 

  
 

 

        

2
2

2

2 2 2

2
( ) ln 1 2 ln

ln 2 ln ln 2

x e
x e

x e

x e x e x e

e
f x x e e x e

e

x e e e x e e


 



  

 
         

 

         

 

limانُٓاٚاخ  باحسب */ ( )
x

f x


 ،lim ( )
x

f x


  

 :fدساسح اذجاِ ذغٛش انذانحج*/ 

:لاتٍح ٌلاشرماق عٍى fاٌذاٌح 
 

 

2

2

1 2
'( )

1 2

x e

x e

e
f x

e

 

 





 

 .ٚعٍػ ؼمٍمmًؼٍس

ln 2 ln 2

2 2
y m x m e

 
    

 
 ِعٕاٖ

ln 2 ln 2
0

2 2
m x e y
 

     
 

 ِعٕاٖ

ln 2
0

2
x e   ٚ

ln 2
0

2
y :ِٕٗٚظٍّع اٌّغرمٍّاخ 

 mD ذشًّ إٌمطحاٌصاترحln 2 ln 2
;

2 2
A e
 

 
  

ػذد َقظ mحسة قٛى انٕسٛظ انحقٛقٙ حُاقشيب*/

ىٛذقاطؼانًسرق mDُٗانًُح ٔ fC: 

اٌّغرمٍُ  mD ٌذٚس ؼٛي إٌمطح اٌصاترحln 2 ln 2
;

2 2
A e
 

 
 

 

1mإرا واْ   ْفئ mDٛ٘ Dلاذٛظذ ٔمػ ذماغع 

1mإرا واْ   ْفئ mDٛ٘ 'Dلاذٛظذ ٔمػ ذماغع 

0mإرا واْ  ْفئ mD ٛ٘ 0 : ln 2D y ٔمػ  لاذٛظذ

 ذماغع

إرا واْ  1;1m ٔلاذٛظذ ٔمػ ذماغعٙفئ 

إرا واْ  ; 1m  ٔٚاؼذج ذماغع حرٛظذ ٔمطٙفئ 

إرا واْ  1;m ٔٚاؼذج ذماغع حرٛظذ ٔمطٙفئ 

 اٌؽٍضاٌّغرٛيِ٘ٛغاؼح :Iانرفسٛش انُٓذسٙ انؼذد( أ*/5

اٌّؽذد تإٌّؽٕى fC  ٚاٌّغرمٍُ اٌّماسب D ٍٍّٓٚاٌّغرم
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 :ِٕٗٚ    0f x x e ْإر fCع فٛلُ.َــٌم D
 

ٌذٌٕا:     2( )ln 2 ln 2 ln 2x ef x x e e        
2( )2 2x ee ٕاٖ ـــِع 2( )ln 2 ln 2x ee  :ِٕٗٚ 

   ln2 0f x x e    ْإر fCع فٛلُ.َــٌم 'D
 

 xِٓ أظً وً عذد ؼمٍمً

ثٍٛ أٌ انًسرقٛىَ ج*/ رٔ انًؼادنح
1

ln 2
2

x e  ْٕ

يحٕس ذُاظش نهًُحُٗ  fC: 

:xِِٓٓ أظً وً 
ln 2

2
2 e x
  

   
  

 ِٓ
 ، ٌذٌٕا

 

 2( )

ln 2
ln 2 2

2

ln(2 )

2

x e

f e f e

x e e f x

x x



  
      

  

     
 

 :ِٕٗٚ 
1

: ln 2
2

x e  ٌٍّٕؽٕىِؽٛس ذٕاظش fC 

سسى   (3  ، D ، Dٚ fC
: 

ثٍٛ أٌ جًٛغ انًسرقًٛاخَ*/أ(4 mD ذشًم انُقطحانثاترح

ln 2 ln 2
;

2 2
A e
 

 
 

    : 
ln 2 ln 2

:
2 2

mD y m x m e
 

    
 

 

1
0

n n
XX 

  أي
1

0 1 1n n
XX 

  
 

   1
0 ln ln1 1n n

XX 
  

،*nْأي أ

   
1 1

1

0 0

0 ln ln1 1n n
XX dX dX

   ْٔغرٕرط أ 

10 n nI I اٌّرراٌٍح :ِٕٗٚ nIِرٕالصح ذّاِا عٍى* 

تّا اْ nIِؽذٚدج ِٓ الاعفً تاٌصفش( 0 ln2nI 

 ِٚرٕالصح ذّاِا فئٔٙا ِرماستح ٔؽٛ اٌصفش

ذؼٍٛٛ اذجـاِ ذغٛش انًررانٛحج*/ nIثى اسرُراج أَٓا يرقاستح: 

 0 1...

0 1

1

n

X

X

 

 





تعشب أغشاف اٌّرثإٌح 1 ًف
nXٔعذ

1
0

n n
XX 

  أي
1

0 1 1n n
XX 

  
 

   1
0 ln ln1 1n n

XX 
  

،
*nْأي أ

   
1 1

1

0 0

0 ln ln1 1n n
XX dX dX

   ْٔغرٕرط أ 

10 n nI I اٌّرراٌٍح :ِٕٗٚ nIِرٕالصح ذّاِا عٍى* 

تّا اْ nIِؽذٚدج ِٓ الاعفً تاٌصفش( 0 ln2nI 

 ٙا ِرماستح ٔؽٛ اٌصفشئِٔٚرٕالصح ذّاِا ف

lnاٌٍزٌُ ِعادٌرٍّٙا 2x e ،ln 3x e  

1I:حساب انؼذد 
1

1

0

ln 1I X dX  تاٌرعضئحتاٌّىاٍِح

 

تٛظع:    ln 1u X X   ، 
1

'
1

u X
X




 

 ' 1v X        ، v X X 

 

 

   

1
1

1 0
0

1 1
1

0
0 0

1

0

1 1
ln 1

1

1
ln 1 1

1

ln 1 ln 1 ln 4 1

X
I X X dX

X

X X dX dX
X

X X X X

 
     

      

        



  

0َثٍٛ أٌ ب*/ ln 2nI ٌذٌٕا : 
1

0

ln 1 n

nI X dX  

0 1X ٖ1ِعٕا 1 2
n

X  ِٖعٕا 0 ln 1 ln 2
n

X   

:ِٕٗٚ 
1 1

0 0

0 ln 1 ln 2
n

X dX dX   ْ0ار ln 2nI 
 

ذؼٍٛٛ اذجـاِ ذغٛش انًررانٛح/ج* nIثى اسرُراج أَٓا يرقاستح: 

 0 1...

0 1

1

n

X

X

 

 





تعشب أغشاف اٌّرثإٌح  1 ًف
nXٔعذ 

:تاسرؼًال (6 ln 1 X X ، ًاظً و ِٓ 0;X   

اسرُراج أٌ : أ*/ 
ln 3

2

ln 2

1 2 1 ln 40

e
x e

e

I e dxI


 



    

 ln 1 X X ، ًاظً و ِٓ 0;X   

:ٌذٌٕا
 2

1 2 0
x e

e
 

:تٛظع
 2

1 2
x e

X e
 

 :ٔعذ
    2 2

0 ln 1 2 2
x e x e

e e
   

   ًٌٚتاٌرا 

    
ln 3 ln 3

2 2

ln 2 ln 2

0 ln 1 2 2

e e
x e x e

e e

e dx e dx

 
   

 

    

:ِٕٗٚ 
ln 3

2

ln 2

10 1 ln 4 2 1 ln 4

e
x e

e

I eI dx


 



     
 

ارْ: 
ln 3

2

ln 2

1 2 1 ln 40

e
x e

e

I e dxI


 



    

1Iحصشا نهؼذداءاػطب*/ I:

 
ln 3

2

ln 2

1 2 1 ln 40

e
x e

e

I e dxI


 



    

     
ln 3 ln 3

n 3
2 2 2

n 2
ln 2 ln 2

1
2 2

6

e e
e

x e x e x e

e
e e

e dx e dx e

 


     


 

      
   
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سسى   (3  ، D ، Dٚ fC
:

 

 

 

1

1
1 ln 4

6
0 I I   :ِٕٗٚ

1

5
40 ln

6
I I


   

09 

 

 D 'D  fC
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